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Feuille d’exercices n° 1

Exercice 1 (Exemples d’espaces affines). ()

1. Soient deux espaces vectoriels V et W, [ : V — W une application linéaire et b € W. Montrer que

I’ensemble des solutions linéaires de I’équation
(z) = b ,

s’ll n’est pas vide, est un espace affine. Déterminer sa direction.

2. Soient (ag,ai,...,a,) € R"1 et ¢ : R — R une application continue. L’ensemble des applications ¢ :
R — R de classe C™ qui sont solutions de I’équation

dr dnfl
R

¢ + ...a0¢ = ’L/)

est-il un espace affine 7 Dans I'affirmative, quelle est sa dimension ?

3. Soient (ag,a1,...,a5—1) € R* et b € R. L’ensemble des suites (un)nen de nombres réels vérifiant
Upik + Qp_1Upyr—1 + -+ + @1Upy1 + aoUp = b

est-il un espace affine 7

4. L’ensemble des applications f : R — R vérifiant f(z + 1) = f(x) + 1 pour tout 2 € R est-il un espace

affine ?
5. L’ensemble des matrices dans M3(R)de la forme

l1+a—b a—5> 0
0 2 2a — b
0 0 3

pour a,b € R est-il un espace affine ? Déterminer sa dimension.

Exercice 2 (Sans coordonnées). (%) Soit (X, V) un espace affine.
1. Pour trois points O, P,Q € X et ¥ € V, montrer que P + ¥ = @ si et seulement si O? +U= O@

2. On dira que des points sont collinéaires s’ils sont sur une méme droite affine. Alors, un parallélogramme est
une suite (P, @, R,S) de quatre points dont aucune partie de trois points ne sont collinéaires, telle que la
droite déterminée par ]@ soit parallele & celle déterminée par }ﬁ , et que la droite déterminée par P? soit
paralléle a celle déterminée par Cﬁ
Montrer que si (P, Q, R, S) est un parallélogramme, alors 1@ + }ﬁ =0 et Cﬁ + S? =0.

Exercice 3. (x) Soit (X, V) un espace affine. On note K le corps de base de V. Soit Y une partie non vide de X.

1. On suppose que la caractéristique de K n’est pas 2. Montrer que Y est un sous-espace affine de X si et

seulement si : pour tout (A, B) € Y2, avec A # B, la droite (AB) est incluse dans Y.

2. Cette équivalence est-elle vraie en caractéristique 2.



Exercice 4 (Un peu de théorie). (x)

1. Soient (X,V) un espace affine, Pi,...,P. € X et ay,...,a, € K ou K est le corps sur lequel est défini

'espace vectoriel V. Si Y_._, a; = 1, alors montrer que pour tous 0,0’ € X,

T N T —
O+Y aoP=0 +) 0P

i=1 =1

.
En d’autres termes, le point O + >_._; a; OP; ne dépend pas du choix de O.

2. Soient (O; B) et (O'; B') deux repéres pour un espace affine (X, V), et m € X. Exprimer les coordonnées

(x1,...,2)) de m dans (O'; B') en fonction des coordonnées (z1,...,zq) de m dans (O; B).

3. Montrer que deux hyperplans affines distincts d’un espace affine X sont soit paralléles, soit s’intersectent en

un sous-espace affine de dimension dim(X) — 2.

Exercice 5 (Positions et intersections). On se place dans R® muni de la base canonique B = (€7, ¢3,€3). La
direction d'une droite affine D est notée D. Soit k > 3 un entier. On dit qu’une famille (A;)1<;< de droites
affines est en position générale si
1. pouri# j, A;NA; =0
2. pour tout triplet 7, j, k d’entiers distincts, R? = A; ® AZ- ® Kk (la somme directe).
On dit qu’une droite affine A est une sécante de la famille (A;)1<;<x 81 ANA; est un singleton pour tout 1 < ¢ < k.
Sur le cube unité, on considére
— Dy la droite affine passant par (0,0,1) dirigée par €7,
— D5 la droite affine passant par (1,0,0) dirigée par €3,
— Dj la droite affine passant par (0,1,0) dirigée par €3,
— Dy la droite affine passant par (1,1,1) dirigée par €= (1,—1,1).
1. (a) Donner, dans le repére canonique((0,0,0); B) un systéme d’équations cartésiennes pour chaque droite
Di, 1<i<4.
(b) La famille (D;)1<i<4 est-elle en position générale ?

2. Montrer, en les déterminant, que la famille (D;)1<;<4 admet exactement deux sécantes.

3. Donner explicitement une droite affine D5 telle que (D;)1<i<5 soit en position générale et n’admette pas de

sécante.

Exercice 6 (Parallélogramme). (x) Montrer que : Les diagonales d’un parallélogramme se coupent en leur milieu.

Et réciproquement (si les diagonales d’un quadrilatére se coupent en leur milieu, celui-ci est un parallélogramme).

Exercice 7 (Corps finis). (%)

1. On considére un plan affine sur Z/2Z. Combien a-t-il de points et de droites ? Trouver une représentation
dans le plan réel.

2. On considere un plan affine sur Z/3Z. Combien a-t-il de points et de droites ? Combien chaque droite a-t-elle
de points ? Montrer que par chaque point, il passe quatre droites et que pour une direction donnée, il y a
trois droites paralleles a cette direction.

3. Trouver le nombre de points et de droites dans un plan affine sur Z/pZ ou p est un nombre premier

quelconque.



Exercice 8 (Réunion finie d’espaces affines). (x) Soient F; et Fy deux sous-espaces affines d’un espace affine €.

A quelle condition F; U F3 est-il un sous-espace affine ?

Exercice 9. Dans un espace affine de dimension supérieure ou égale & 3, on considére n droites (n > 2). On
suppose que deux droites de cette famille ont toujours un points commun.

Montrer que, soit toutes ces droites ont un point commun, soit elles sont coplanaires.

Exercice 10 (Homothétie). (x) Soit f une application linéaire de E dans lui-méme. On suppose que 'image par

f de tout vecteur est un vecteur qui lui est colinéaire.
1. Ecrire cette hypothese avec des symboles mathématiques et des quantificateurs.
2. Ecrire en termes analogues la définition d’une homothétie (vectorielle).
3. Comparer les deux écritures et démontrer que f est, quand méme, une homothétie.
Exercice 11 (Homothétie 2). (x) Soient £ un espace affine de dimension au moins égale & 2 et ¢ une application

affine & — £ telle que I'image de toute droite soit une droite qui lui est parallele.

Montrer que ¢ est une translation ou une homothétie.

Exercice 12. Dans un espace affine de dimension 3, on considére un tétraedre (quelconque) 7 de sommets A,
B, C et D.

Démontrer que I'ensemble des applications affines qui préservent 7 est un groupe isomorphe au groupe S, des
permutations de ’ensemble {A, B, C, D}.

Combien y a-t-il d’applications affines conservant 7 7

Exercice 13. Soient A, B et C trois points non alignés du plan et soit ¢ une application affine telle que ¢(A) = B,
»(B) =C et o(C) = A.

1. Est-elle completement déterminée ? Est-elle injective 7

2. Donner une description simple de 3.

3. Montrer que ¢ a un point fixe.

4. Quelle est la matrice de ¢ dans le repere d’origine A et de base (E, ﬁ) ?

Exercice 14. On se place dans un plan muni d’un repere affine.

1. Déterminer I'expression d’une application affine qui transforme le parallélogramme délimité par les droites

y=2x+1,y=2x+3, x =3y et x =3y +4 en le “carré” de sommets (0,0), (1,0), (0,1), (1,1).

2. Peut-on transformer n’importe quel quadrilatére en un “carré” par une application affine ?



